Licence 3 MG UE 603 : Optimisation Examen final

Examen final

Exercice 1
On considére la fonction f définie sur R? par :
fOsy) =e*7
On note (€) le cercle d’équation x? + y% = 1.
On veut résoudre le probleme (P) : optimiser f sous la contrainte x2 + y? < 1.
On note A le domaine des contraintes.
1) Justifier que f admet un maximum et un minimum globaux sur A.
2) Montrer que f admet une infinité de points critiques sur I'intérieur de A ; les déterminer et calculer leur
image par f. Ces points critiques correspondent-il a des optima locaux de f ? Justifier la réponse.
3) a) Démontrer que sur (C), f s’identifie a la fonction ¢ @ y = gy,
b) Optimiser f sur ().
4) En déduire la solution du probléme (P).

1) A est le domaine fermé borné de frontiére le cercle de centre (0;0) et de rayon 1: ¢’est un compact de R,
Comme f est continue, elle admet donc sur ce compact un maximum et un minimum globaux.
2) Pour tout (x;y) € R? :
of 2 af 2
—(x;y) = =2xye™*7Y ; —(x;y) =-xZe XY
e (x;¥) y I (x;y)
Par conséquent :

(x;y) critique @ x =0
Pour tout b € R, M, = (0; b) est un point critique de f sur R? et il est intérieur & A pour tout b € [—1; 1]. Donc
pour tout b € ]—1; 1[, M, = (0; b) est un point critique de f intérieur & A, avec f(M,) = e = 1.
Par ailleurs: V (x;y) € R*x]0;+o0[, f(x;¥) <1=f(M,) (car —x%?y < 0) et V(x;y) € R"X]—o0;0[,
flay) > 1= f(My) (car —x%y > 0). Donc f n’admet pas d’optimum local en M,,, quel que soit b € ]-1; 1[.
3) a) Pour tout (x; y) € (0), f(x;y) = e~ (1Y% = g¥*-y = @(y)avecy € [—1;1]
b) Pour tout y € [—1;1], ¢'(v) = (3y% — 1)&3’3"3’. On en déduit le tableau de variations :

y -1 -1/V3 1/V3 1
o' () + 0 - 0 +
W 1
(p / € \ i /
1 233

2 2
@ admet sur (C) un minimum en 1/v/3 qui vaut e3v3 et un maximum en —1/4/3 qui vaut 33,

4) 11 résulte des questions précédentes que f admet un minimum global en (/2/3;1/v3) eten (=/2/3;1/V/3)

-2 2
qui vaut e33 et un maximum global en (,/ 2/35 —1/@ eten (—‘} 2/3; —1/\/5) qui vaut e3v3
(les deux calculs de la valeur de x résultant dans chaque cas de la relation x? = 1 — y?),

Exercice 2
On considére la fonction f définie sur R? par :
foy;z)=xy—z
o 5 ; <0
a ré ¢ P) : opt : 1 traint ¥ ;
On cherche a résoudre le probléme (P) : optimiser f sous les contraintes {x Yz <0
1) Ecrire la fonction lagrangien £ associée au probléme (P).

2) Démontrer qu'il existe un unique quintuplet (x;y;z; py; 4z) de réels satisfaisant aux conditions
nécessaires du premier ordre de Karush-Kuhn-Tucker et le préciser.
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